M12 SAITENSCHWINGUNG

PHYSIKALISCHE GRUNDLAGEN

Wichtige Grundbegriffe: Stehende Wellen, Wellengleichung, Grund- und Olevsgung,
Eigenfunktionen und Eigenwerte, Fourieranalyse 1sydthese

1. Saitenschwingung:Unter einer Saite versteht man einen elastischipd{, der in seinen
Querabmessungen auf die unmittelbare Umgebungeldraten Faser reduziert ist, so dass er
einer Biegung keinen Widerstand entgegensetzt. fitrpatell realisiert man die Saite z.B.
durch einen dinnen Metalldraht. Die Ruhelage ef@tes ist aufgrund der elastischen
Kréafte im Material rAumlich fixiert, wenn er in @n Stelle eingespannt ist. Dagegen ist die
Ruhelage einer Saite erst definiert, wenn sie adebeEnden fest eingespannt ist und eine
axiale Normalspannung = F,/ A (Zugkraft F, , QuerschnittA) wirkt. Lenkt man eine Saite

aus ihrer Ruhelage aus (durch Streichen oder Zypdertreten ricktreibende Krafte auf, und
die Saite kehrt in Form einer gedampften longitatiin und transversalen Schwingung in ihre
Ruhelage zurick.

Im vorliegenden Versuch beobachtbar und fir die sdkuder Saiteninstrumente interessant
sind nur die transversalen Schwingungen.

2. Differentialgleichung einer schwingenden SaiteZur Ableitung der Bewegungsgleichung
einer ungedampft schwingenden Saite wird vorausgiesgass die Bewegung in der x-y
Ebene (Abb. 1) erfolgt und der Einfluss der Schwadtkvernachlassigt werden kann. Eine
Saite der Langé, des Querschnitte& und der Massendichie bzw. der linearen Massen-
dichte = Al p wird durch die KraftF, gespannt.
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Abb. 1 Ableitung der Wellengleichung

Wird die Saite transversal ausgelenkt (Abb. 1)wakt auf das Saitenelemedi die rick-
treibende resultierende Kraft

dF =F;sin(a +da) - Fsina . (1)
2
Es gilt n&herungsweissing = a = tana = 9y und sin(a +da) =a +da = 9y +a—¥dx fur
0X ox 0xX
kleine Auslenkungen der Saite, man erhalt
0%y
dF = F,—dx.
o aXZ (2)

Diese Kraft fihrt zu einer Beschleunigung des Masksmentesdm = pAdx = pdx und es
folgt mit der Newtonschen Bewegungsgleichung
0’y _ F, 0%y

0 o (3)
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Diese Differentialgleichung zeigt, dass die Tramsakschwingungen entgegen mdoglicher
Vermutung eben nicht von der Elastizitat, sondemvon der Spannkraff, und der linearen
Massendichteu der Saite abhangen. Das Ergebnis war aber zu terwata die mit der
Auslenkung verbundene Langsdehnung von dx vernssigtiwurde. Mit einer erweiterten
Herleitung kann gezeigt werden, dass die Dehnunigdamit die durch den Elastizitatsmodul
E beschriebene Elastizitat die Ursache fir die ebendtretenden Longitudinalschwingun-
gen ist, die einer der Formel (3) sehr ahnlichewd&pingsgleichung gentigen:
0’6 _E0°¢
o paxt
Die GroReé kennzeichnet hier die Auslenkung der Massenelegnarder x-Richtung.
3. Diskussion der WellengleichungDie Bewegungsgleichungen (3) und (4) der Saitd sin
Spezialfalle der allgemeinen eindimensionalen Wglieichung
G_ZU = Cza_zu (5)
ot? x>
Diese Wellengleichung wird geldst durch alle Fuoké&nu(x,t) =f(x£ct), die zweimal
nach x und t differenzierbar sind. Wahlt man einen bestimmtengunentwert
a = x+ct=const der Losungu der Wellengleichung, so folgt nach Differentiation

Oli‘1:O:E(x+ct):%+c, d. h. der betrachtete Argumentwext breitet sich mit der

dt dt

Geschwindigkei%: —c in Richtung der negativen x-Achse aus. Das negatiorzeichen

(4)

im Lésungsansatz ergibt eine Ausbreitung in Richtder positiven x-Achse ist nicht die
Geschwindigkeit eines Koérpers, sondern eines phijsthen Zustandes, d.h. des Argument-
wertesa, . Man bezeichnetx(+ ct) als die Phase urmals die Phasengeschwindigkeit der sich
ausbreitenden Welle. Durch Koeffizientenvergleiabn W3) bzw. (4) erhalt man fur die
Phasengeschwindigkeit der Transversal- bzw. Lodgialwelle der schwingenden Saite

s = \/E bzw. ¢ = \/E : (6)
[ p

4. Losung fur stehende WellenUm die Bewegung einer ungedampft schwingendere Qait
beschreiben, benttigt man eine Losung der Wellataglag (5), die auch die experimentell
gegebenen Randbedingungen erfillt. Die Randbedgegufiir die eingespannte Saite sind

fur alle t @,t) = u(l,t) = 0. (7)
Die Anfangsbedingung € 0) sei so gewahlt, dass die Saite durch die Rubedelwingt:
fiirt = 0 u(x,0) = 0 und % £0. 8)

Betrachtet man in Richtung der x-Achse zwei siclyegengesetzt ausbreitende harmonische
. X X ) :
Wellen in der Formu, (x,t) = Acos(wt — w—) und u,(x,t) = Acos(wt + w—), so erfillen sie
o C

zwar beide die Wellengleichung, aber nicht die Ramtd Anfangsbedingung. Die Wellen-
gleichung ist eine lineare Differentialgleichungstalb ist auch jede Linearkombination aus
u, und u, eine Losung der Wellengleichung, also auch

u=u, —u, =2Asinwt Einw%. (9)
Diese Losung erflllt die Anfangsbedingunigx,0) = Die zugehoérigen Randbedingungen

u(0,t) = 2 Asinwt E'kina)% =0 und u(l,t) =2Asinwt Bina)IE =0 sind fur die Frequenzen
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w, =2rf, = ZH?CII’I mit n=1,2,3..... (10)

der schwingenden Saite erfullt.

Aufgrund dieses Ldsungsansatzes kann man die Sghngsform der Saite als die Super-
position zweier entgegengesetzt laufender Welleickgkr Frequenz auffassen, wobei auf-
grund der Randbedingungen aber nicht mehr jedesteguenz, sondern gemaf (10) nur
noch eine diskrete Folge mdglich ist. Fur die Tvansal- bzw. Longitudinalschwingung
ergeben sich mit (6) die Eigenfrequenzen

fntrans:?r: i bzw. fnlong:% E mit n=1,2,3..... (11)
\ u P

Setzt man die mdglichen Kreisfrequenzen (10) inLdigung (9) ein, so erhélt man

u, = A, sin(nlﬁct) E;in(nlﬁx) mitn=1,2,3..... (12)
Betrachtet man diese Lésung fur ein festes n,edat shan, dass alle Punkte der Saite phasen-
gleich mit der Amplitude A, sin(nlﬁx) schwingen. Die Darstellung der Amplitudenvertei-

lung (Abb. 2) zeigt den Schwingungszustand fur rideitpunktt maximaler Saitenauslen-
kung (ausgezogene Linie) und die entgegengesetztsledkung zum Zeitpunkt
t'=t+T, /2=t+1/2f (gestrichelt).

t+T,/2
n=1 (Grundschwingung)

— ——
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t+7,/2
n=2 (1. Oberschwingung)
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t+T,/2
n =3 (2. Oberschwingung)

Abb. 2 Amplitudenverteilung fur
verschiedene n-Werte

Zwischen diesen beiden Zustanden schwingt die Saitelen Frequenzefy . Da die Null-
durchgange (so genanriehwingungsknotg¢mund die Orte maximaler Auslenkung§dhwin-
gungsbaucheihre raumliche Lage beibehalten, spricht man gorer stehenden WelleAn
den Einspannstellen entstehen immer Knoten, diehWekllen erleiden bei der Reflexion an
den Einspannstellen einen Phasensprung/wddie Wellenlange der stehenden Welle ergibt
sich wegenc = A, f, und (10) zu

63



M12 SAITENSCHWINGUNG

A, -2 mit n=1,2,3..... (13)
n

Wenn auch die Wellenlangen der Transversal- undjitedinalwellen fir die gleiche Eigen-
schwingung Ubereinstimmen, so sind doch ihre Frezgre (Gl. (11)) sehr unterschiedlich.
Wegen E >> F,/A ist die Frequenz der Longitudinalwellen deutlicldlggr als die der

Transversalwellen. Im Versuch kénnen auch nur dam3versalwellen beobachtet werden.
Im Praktikumsversuch wird eine Saite durch eineh@ndngsweise) harmonische Kraft zu
erzwungenen Schwingungen angeregt, so dass beasbbnDampfung der Saite Resonanzen
auftreten, wenn mit einer der Eigenfrequenzen augewrird; die auftretenden grofien Amp-
lituden bei Resonanz sind gut zu beobachten.
5. Lésung mit Eigenfunktionen: Zur Lésung partieller Differentialgleichungen windwufig
die ,Separation der Variablen“ gewahlt, die hiergee ihrer haufigen Anwendung in der
Physik (Quantenmechanik) erganzend dargestellt.wiignmt man an, die Lésung der
Wellengleichungu(x,t) lasst sich als Produkt zweier Funktionen
u(x,t) = v(x) w(t) (14)
darstellen, die jeweils nur von der Variablerbzw. t abhangen, so wird aus der Wellen-
2 2 2 2
gleichung v(x)&\;v:czw(t)gd%/ oder 1 d\Z/: 21 d \;v
dt dx v(x) dx°  cw(t) dt
Gleichung die linke Seite nur eine Funktion woand die rechte Seite nur eine Funktion von
ist, kann die Gleichung nur dann fur allgelten, wenn beide Seiten gleich einer Konstanten
sind, die zweckmaRigerweise mitk> bezeichnet wird. Aus der Wellengleichung (5), eine
partiellen Differentialgleichung, werden damit zwewohnliche Differentialgleichungen

2 2
dv__ k? v(x) und d \;v =—kZc*w(t) . (15)

dx® dt
Die Differentialgleichung fuwm(x) wird fir jedes k durch die Funktionen cag(kind sin(k)
gelbst, so wie auch durch jede Linearkombinatios #unen. Die Losung erflllt aber die
Randbedingungem(0) = v(I) = 0 gemal3 (7) nur fur bestimmte, diskrete k-Wertenidie
Losung die Formv(x) = a, sin(k,x) hat, ergeben sich die méglichen k-Werte zu

Da in der letzten

Kk, =n|ﬂ mitn=1,2,3.... (16)

Diese durch die Randbedingung festgelegten k-Wrei@enEigenwerteund die dazugehori-
gen Losungen di&€igenfunktionerdes Schwingungsproblems. Mit den mdglichen k-Werte
ergibt sich fur die Differentialgleichung far t( der Ldsungsansatz
w(t) = C cog(k,ct) + D sin(k,ct) , woraus sich di€igenfrequenzen

c

f =—n
= (17)

in Ubereinstimmung mit (10) ergeben. Mit dem Ansgita) zur Separation der Variablen
kdnnen jetztu, = E sin(k,ct) $in(k,x) und u, = F,cos(k,ct) $in(k, x) als Losungen fir die
Wellengleichung angeben werden. Da die Wellengigighlinear ist, sind auch alle Linear-
kombinationen dieser Lésungen, also

u(x,t) = isin(knx)(ansin(knct) +b, cos(k,ct)) (18)

n=1
Lésungen der Wellengleichung — vorausgesetzt, miémdliche Reihe konvergiert.
Fur die betrachtete Anfangsbedingung (8) ergibh 9ic=0, so dass sich die allgemeine

Losung, wenn man noch die Phasenwinkeleinfiihrt, in der Form
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u(xt) = icn (t)sin(n’l—T x)sin(27f t+a,) (19)

n=1
schreiben lasst. Daraus folgt der allgemeine Satz:

Jede beliebige periodische Funktion, die den gedteh Rand- und Anfangsbedingungen
des Schwingungsproblems genugt, lasst sich als Lar&ombination harmonischer Funk-

tionen darstellen (Satz von Fourier, der die Fouriesynthese, aber auch die Umkehrung
die Fourieranalyse von Funktionen, erklart).

Verschiedene Saiteninstrumente ergeben fir diehlgelGrundfrequenz Tone unterschied-
licher Klangfarbe. Diese entsteht dadurch, das\diglituden A, der Oberschwingungen je

nach den Anfangsbedingungen unterschiedlich sirtidas Verhaltnis der AmplitudeA,
die Klangfarbe eines Instrumentes bestimmt. DiesBhieonstanter, in (19) hat keine akusti-

sche Bedeutung, weil das menschliche Ohr keinedPlkiasschiebungen wahrnimmt (abgese-
hen vom rdumlichen Horen).

AUFGABEN
1. Messung der Resonanzfrequenzenfir n = 1 bis 9 bei fester Saitenlande=(06m) und

fester Zugspannung (Belastung mit einer Gesamtmasselkg in der 3. Kerbe des Last-

hebels). Exemplarische Uberpriifung der Lage vont&maind Bauchen fir die 2. Ober-
schwingung (n = 3) und Vergleich mit der Erwartutg= 21 /n nach (13). Grafische Dar-

stellung der Abhangigkeif, =f(n) gemaf (11) und Bestimmung des Anstiegs durch line-

are Regression. Berechnung der PhasengeschwindigR& der Transversalwelle nach
(6), einschlief3lich ihrer Unsicherheit.

2. Messung der Resonanzfrequenzén (Grundfrequenzen) flr verschiedene Saitenlangen
zwischenl =20 cmbis | =65cm mit einer Schrittweite vorbcm bei unveranderter Zug-
spannung (Belastung mit einer Gesamtmasse von dkden 3. Kerbe des Lasthebels).
Grafische Darstellung der Abhangigkdit=f(1/1) gemaR (17) und lineare Regression zur

Bestimmung des Anstiegs. Berechnung W™ (mit Unsicherheit) und Vergleich mit
dem Ergebnis aus Aufgabe 1.
3. Messung der Abhangigkeit der Resonanzfrequéngfir eine messtechnisa@weckmanig

gewahlte Eigenfrequenz wie z.B. bei n = 3) von ®dsehiedenen Werten der mithilfe
unterschiedlicher Massen und Hebellibersetzungeéinderlichen Zugspannung, bei

fester Saitenlangé =06 mGrafische Darstellung der Abhangigkeit (11) irr df@rm
fn2 =f(F,) . Bestimmung von Anstieg und Achsenabschnitt nighlihearer Regression,
daraus Berechnung der linearen Massendightger Saite und der durch den unbelasteten
Lasthebel allein erzeugten Kraf, - einschlie3lich ihrer Unsicherheiten.

4. Berechnung der der linearen Massendichteder Saite aus den Ergebnissen fir die

Phasengeschwindigkett™™ der Transversalwelle der Aufgaben 1 und 2 bei kmisrder
korrekten Zugspannung,, d.h. unter Verwendung der in Aufgabe 3 ermittekeaft des

unbeladenen Lasthebels, . Vergleich der drei experimentellen Ergebnissediérlineare
Massendichtex der Saite und Bildung des gewogenen Mittels, fdds mdglich ist.

AbschlieBender Vergleich mit der Herstellerangalom yw/= 078g™ und eigenem
Berechnungsergebnis anhand der Massendichteovor785 glem™® und des Durchmes-
sers vond =(14/1000] der Stahlsaite. Man beachte, diiss 254 mm gilt.
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VERSUCHSDURCHFUHRUNG

Eine Saite S ist zwischen den Einspannstellen 8d1Sp2 ausgespannt (Abb. 3). Ihre Lahge
wird durch die verschiebbaren Reited und R2 variiert und an einer Skale abgelesen. Man
achte stets darauf, dass die Saite stets saubbeiaeih Reiterstegen aufliegt!

Tonfrequenz-Generator Zweikanaloszilloskop
106.71 | Hz °©" a i
C ) Amplitude d
Frequenz O\\ ?\ Kanal 1/0 Kanal 2 p
Sp1 S Sp2 L

VN \/
—IF 1 &1 & T ———

7 L

JS R1 ES DS R2 M~ ]

Abb. 3 Versuchsanordnung

Die Einspannstelle Sp2 ist um die Achse A schwenkbarch Veranderung der am Lasthebel
L mit einem Haken von 50 g Eigenmasse eingeharigassestiicke M (bis maximal 1,15 kg)
kann die ZugkraftF, eingestellt werden. Die einzelnen Massestucke jeweils auf wenige

mg genau gefertigt.

Das Ubersetzungsverhéltnis des Lasthebels bei drddler Lage kann durch Wahl der
entsprechenden Kerbe fir das Einhdngen der Maskestjanzzahlig zwischen 1 und 5
gewahlt werden. Aufgrund der mit modernen NC-Weudggeaschinen erreichbaren Ferti-
gungsgenauigkeit kann das Ubersetzungsverhalsigualsi ,fehlerfrei* angesehen werden.
Die unvermeidlich lastabhéngige Dehnung der Saitessmdurch Drehen an der Justier-
schraubelS derart ausgeglichen werden, dass der Lastar@llbeiMessungen die horizon-
tale Lage ,nach Augenmal3“ beibehalt. Die moglichmk&labweichung von der Horizonta-
len ist grob abzuschatzen und damit eine Obergréinzdie resultierende Unsicherheit der
Zugkraft zu bestimmen (Hinweis: Krafteparallelograph

Bei der Berechnung der gesamten Zugktaftist zu beachten, dass der Lasthebel infolge

seines Eigengewichtes eineusatzlicherBeitrag F liefert: Es ergibt sich daher als Zugkraft
F, = F, +kImIg mit k als Kerbenposition, m als Gesamtmasse (Suneneinzelnen Mas-

sestlicke zuzuglich der Hakenmasse) und g als Balbaunigung.

Die Saite wird durch eine auf einen Weicheisenkgewickelte Spule ES magnetisch zu
Schwingungen angeregt. Ein Tonfrequenzgeneratertiden Strom fur die Spule und erlaubt
eine Anderung der Erregerfrequenz. Das Generatabigird parallel zur Erregerspule ES

einem Kanal des Zweikanal-Oszilloskops (Abb.3) Zule; der durch die Spule flieRende

Strom wird mit einem Amperemeter (in Abb. 3 nieimgezeichnet) kontrolliert. Infolge der

Saitenschwingung wird in der Detektorspule DS, alié einen permanentmagnetischen Kern
gewickelt ist, durch Induktion eine Wechselspannenzeugt, die dem zweiten Kanal des
Oszilloskops zugefuhrt wird. Am Oszilloskop ist @gnchronisation zweckmalRig immer auf
den Kanal mit dem starksten Signal einzustellesg alf das Generatorsignal!
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HINWEISE

a)

b)

d)

f)

¢)

h)

Die Erregerspule ES wird zweckméalig in der Nahe Reiter R1 angeordnet. Es muss
nur sichergestellt sein, dass der Spulenkern nichtittelbar unter einem Schwingungs-
knoten sitzt.

Aufgrund des induktiven Widerstandes der Erregdespst der durch sie flieRende
harmonische Wechselstrom frequenzabhéngig: Errdamhalsdauerhaft mehr als 0,4 A
betragen (Kontrolle mit dem Amperemeter!), da saisiWVicklung zerstort wird. Fir die
Messungen ist eine geringere Stromstarke ausreicihémere Erregerstrome verursachen
in Resonanz schnell eine unnétige ,Larmbelastigungkleinen Labor und kénnen u.U.
sogar die Saite auf der Detektorspule aufschlageseh (hdrbares und am Oszilloskop
auch sichtbares hochfrequentes ,Klirren®). Bei gn@® Frequenzanderung ist es sinnvoll,
das Ausgangssignal des Generators mit AMPLITUDB&oherunter zu regeln und dann
allmahlich wieder zu erhéhen. (Diese Empfehlung igisbesondere fir Anderung des
Frequenzbereiches mit RANGE!)

Die Detektorspule DS kann zum Erfassen der Knoteth Bauche der Schwingungen
zwischen Erregerspule und ReiteR verschoben werden. Dabei ist ein Mindestabstand
zwischen beiden Spulen einzuhalten, um unerwinsdlaignetische Einkopplungen zu
vermeiden. (Das kann durch Beobachtung beider &igma Oszilloskop Uberprift wer-
den.)

FUr die Messung der jeweiligen Resonanzfrequenabte slie Detektorspule DS natir-
lich stets an einem Schwingungsbauch stehen. (Wjddan Uberlege sich also (vorher!)
insbesondere fur Aufgabe 1, wo fur die einzelnehwiltggungsmoden n ein geeigneter
Messort ist. (Tipp: FlUr ungeradzahlige n kann mere einzige Position nutzen. Das
spart wertvolle Zeit!)

Werden Generator- und Detektionssignal an beiderélea gleichzeitig angezeigt, dann
beobachtet man im Resonanzfall an der Detektorggeueéhnlich die doppelte Erreger-
frequenz. FUr die Auswertung malfgeblich ist also diesem Versuch immer die
doppelteErregerfrequenz! (Man beachte auch die Frage de#er unten.)

Fur alle auszufihrenden Messungen (Aufgabe 1 bgol®e stets wahrend der Arbeiten
Uberlegt werden, wo in etwa die nachste gesuchseiaz zu erwarten ist (Extrapola-
tion): Es lasst sich feststellen, dass das Freqpehkirum einer Saite aus mehreren Grin-
den sehr komplex ist. Eine Nichtbeachtung des e@bptmilten Hinweises flhrt nicht nur
zu hoherem Zeitaufwand, sondern auch oft zu fats@&rgebnissen!

Wegen der aufRerst geringen Dampfung der Saitensgbwg ist die Resonanz sehr
scharf, deshalb muss die Einstellung der Erregpufrezen fur die Grund- und Ober-
schwingungen immer sehr sorgféltig erfolgen undredrt etwas Ubung: Nach Wahl des
Frequenzbereiches mit RANGE wird zunachst grobdain groRen Drehknopf fir die
Frequenzeinstellung bei gleichzeitiger Beobachtdaeg Amplitude des Detektorspulen-
signals die Resonanz gesucht. Bei Bedarf ist dieagehdrigen Kanal vorhandene Ver-
starkungseinstellung zu andern. Die genaue Freguestellung ist dann mit dem Fein-
regler rechts neben der Frequenzanzeige vorzunelmsetie Resonanz gefunden wurde.
Die eben erwéhnte schwache Dampfung und darausndlgcharfe Resonanz hat eine
weitere Konsequenz: Fur die Unsicherheit der Restfnequenz als AusgangsgrofRe der
jeweiligen Messungen isticht etwa die Genauigkeit der Generator-Frequenzanzeige
malfgeblich (eher irrefihrend), sondern die (subjektGeschicklichkeit des Experi-
mentators beim Aufsuchen der Resonanz! Das l&dstverninftig nur mit statistischen
Methoden beurteilen: Es wird empfohlen, bei dergalle 1 fir die tiefste und die
hdchste sowie eine mittlere Resonanzfrequenz (atsd, 9 und z.B. n = 5) je 6 Wieder-
holungsmessungen auszufuhren und darauf jeweitst8¢gMittelwert, Standardabwei-
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chung) anzuwenden. Als (generelle) Frequenzundieltekann dann die grofite relative
Unsicherheit der drei Ergebnisse verwendet werden.

FRAGEN

1.

Welche Naherungen und Idealisierungen sind in degem Modellbetrachtung zur
Saitenschwingung enthalten? Welche davon sind ewpatell nicht sicher zu realisieren
bzw. ggf. ,verletzt*? Woran kénnte man Abweichungenm Modell in der Praxis fest-
stellen?

Erklaren Sie die Entstehung des Signals an derkiegpule! Wieso schwingt die Saite
im Resonanzfall mit der doppelten Erregerfrequefiriiweis: Der Kern beider Spulen
ist ,weichmagnetisch®.)

Ein reales Saiteninstrument wie z.B. eine Gitaried wgewdhnlich nicht exakt in der
Mitte der Saite ,gespielt* (angeregt): Welche Foldet das fur den entstehenden Klang
(Frequenzspektrum)? Was erwarten Sie bei starkerdr,anharmonischer” Anregung
einer Saite?

Was versteht man unter der Phasengeschwindigkedtr éVelle? Was ist ,Gruppen-
geschwindigkeit*?

Welche Bedingungen mussen fur die Erzeugung stehnémllen erfillt werden? Wie
wird das (technisch) im Versuch realisiert?

Warum ist die Dampfung im Versuch sehr schwach watthe Ursachen hat sie? Wie
wurde sich eine starkere Dampfung auswirken?
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