M3 ELASTIZITAT UND TORSION

PHYSIKALISCHE GRUNDLAGEN

Grundbegriffe: Dehnung, Torsion, Normal- und Schubspannung, Hookesches Gesetz Elasti-
sche Konstanten, Drehmoment, Massentragheitsmoment.

1. Elastizitdt und Hookesches Gesetz: Durch Einwirkung duBerer Krafte kénnen Festkorper
Form- und/oder Volumenénderungen (Deformationen) erfahren. Verschwinden die Deformatio-
nen nach Wegfall der dulReren Kréfte, dann spricht man vom elastischen, sonst vom plastischen
Verhalten des Festkorpers. Die elastischen Eigenschaften beruhen auf den atomaren Bindungs-
kraften zwischen den Atomen (bzw. Molekilen) im FestkOrper. Eine duBere Kraft erzeugt im
Innern des Festkorpers einen Spannungszustand, durch den die Atome aus ihrer Ruhelage ent-
fernt werden. Dadurch entstehen innere, atomare Krafte, die der duBeren Kraft entgegenwirken.
Nach Aufhdren der dulReren Krafteinwirkung gehen bei elastischer Deformation die Atome in
ihre Ruhelage zurtick. Im Hookeschen Gesetz werden die Deformationen des Festkorpers nahe-
rungsweise proportional den durch die dulieren Krafte entstehenden Spannungen im Festkorper
gesetzt.

Bei sehr grofl3en &uBeren Kréften treten jedoch grofie Verschiebungen einzelner Atome oder gan-
zer Kristallite auf, so dass eine bleibende Formanderung entsteht; der Festkorper ist plastisch
verformt. In diesem Bereich verliert das Hookesche Gesetz seine Gultigkeit.

Fir eine elementare Beschreibung des elastischen Verhaltens eines isotropen Festkorpers ver-
wendet man 4 Materialkonstanten, die aber nicht unabhdngig voneinander sind. Es sind dies:
Elastizitdtsmodul E, Torsionsmodul G, Kompressionsmodul K und die Poissonsche Zahl .

2. Dehnung und Querkontraktion: An einem isotropen, zylindrischen Koérper, z. B. einem Draht

der Lange |, verursacht eine senkrecht zum Querschnitt A wirkende Kraft F eine Langenénde-
rung Al (Abb. 1) bzw. die relative Langenanderung ¢ = Al /1. Das Verhaltnis der senkrecht zur

Querschnittsflache wirkenden Kraft zur Flache bezeichnet man als Normalspannung o =F/A.

Im Gultigkeitsbereich des Hookeschen Gesetzes ist
t~o N Al_L1F 1)
I EA
wobei E (SI-Einheit: [E] = N/m? = kg m™ s7) der Elastizitatsmodul ist.
Die Normalspannung veréndert nicht nur die Lange | eines Kdrpers um Al, sondern auch seine

Querabmessungen, also etwa den Durchmesser d eines Drahtes um Ad . Im Giltigkeitsbereich

des Hookeschen Gesetzes besteht der Zusammenhang

Ad Al
ad__ A 2
r 4 (2)

wobei [ die Poissonsche Zahl ist. Das negative Vorzeichen wird gewahlt, weil die Anderung des
Durchmessers Ad der Langendnderung Al entgegengesetzt gerichtet ist und die Poissonsche
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Zahl positiv definiert sein soll. Fur die relative Volumenénderung eines zylindrischen Stabes

erhalt man also bei Vernachléssigung von Gliedern hoherer Ordnung

AV Al Ad Al

—=—+2—=—(0-2u)=¢(1-2u), 3

v i A-2p)=e(1-2p) 3)
woraus sich ergibt: Erfahrt der Festkérper keine Volumenanderung, d. h. verhalt er sich wie eine
inkompressible Flussigkeit, so ergibt sich aus GIl. (3) pu = 0,5, und wenn die Querkontraktion

d verschwindet, ergibt sich aus Gl. (2) u = 0. Aus diesen Grenzfallen

A
4

d-Ad eines elastischen Festkorpers ergibt sich fur die Poissonsche Zahl die
x Ungleichung

0<u<0,5. 4)
Steht ein Korper unter allseitigem Druck, so ruft eine Druckénderung
Ap eine Volumenanderung AV hervor, die im Bereich des Hookeschen

Gesetzes dem Volumen V proportional ist:

1
AV =——VAp.
K p

Die MaterialgroRe K heist Kompressionsmodul.

»d
l Ll

A/ 3. Torsion: Ist die Kraft tangential zu der Ebene gerichtet, an der sie
: angreift, so spricht man von Schub- oder Scherspannung. Lassen wir
l F etwa an der Oberseite eines Wiirfels, dessen Grundflache A festgehalten

wird, die Kraft F tangential angreifen, so bewirkt die Schubspan-

Abb.1 DEHNUNG . ; . . .
nung 7 =F /A eine Neigung der Seitenflachen um den Winkel », die,

entsprechend dem Hookeschen Gesetz, im elastischen Bereich der Schubspannung proportional
ist
=Gy, A
wobei G der Schub-, Scherungs- oder Torsionsmodul ist '
(SI-Einheit: [G] = N/m? = kg m™ s). Ein zylindrischer _ : i v
Draht (Abb. 3), der an einem Ende fest eingespannt ist, wird ,, \ i
|
|
|
|

durch ein am anderen Drahtende angreifendes Drehmoment
M um den Winkel » verdrillt. Da der Verdrillungswinkel

Y

jedes Drahtquerschnitts proportional dem Abstand des L- - -Fy
betreffenden Querschnittes von der Einspannstelle ist,
treten im ganzen Draht Scherspannungen auf (Abb. 3). An
einem dinnen Hohlzylinder der Lange | mit dem Radius r und der Dicke dr greift an der unte-
ren Flache das Drehmoment dM = r dF an. Dadurch wird die Zylindermantellinie AB in die

Abb. 2 SCHERUNG

Lage AB' verdrillt. Wegen 7 = g—i =Gy folgt
dM =r-G-y-dA.

~ y, und daraus ergibt sich

Fur den Bogen b gelten die Beziehungen o = b und tany :IE
r
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r
y=—a.

I
Mit diesem Zusammenhang zwischen « und » und dem Wert der Querschnitts-

flache dA =27 -r -dr erhélt man fiir das am Hohlzylinder angreifende Drehmoment

dM =2l—”~G~a-r3dr.

Durch Integration Uber r erhdlt man das am Draht angreifende Gesamtdrehmoment
R
2r 3 T 4
M=|dM =—Gga|r°dr =—GaR"™. 5
J- I ~c[ 2l ©)

Dieses Drehmoment verdrillt den Draht um den Winkel y und steht im Gleichgewicht mit dem
ricktreibenden Drehmoment M = Do auf Grund der Elastizitit des Drahtes. Die GroRe D heif3t

Richtmoment und ist nach Gl. (5) durch die geometrischen Ab-

_»dr<_ J +dr messungen des Drahtes bestimmt:
z 4
AT 21 ©)
A
\\‘v’_// 4. Bestimmung des Torsionsmoduls aus Drehschwingungen: Die
Al Periodendauer T eines schwingungsfahigen Koérpers mit dem

Tragheitsmoment J und dem Richtmoment D betragt (vgl.

Versuch M2)
/J
T=2r,|—. 7
T 5 (7)

—» Yl / . . . .
\ Da das Richtmoment D eines tordierten Drahtes vom Torsions-
modul G abhéangt (Gl. (6)), kann man aus Drehschwingungen den
Torsionsmodul nach
L 620 ®
//:’—_—\ﬁ:\\ v . . . R. T .
Q% bestimmen. Hierzu muissen die GréRen R, T, | und das
=5 B Tragheitsmoment J der schwingungsféahigen Anordnung bekannt
sein.
dF

Die Bestimmung des Tragheitsmomentes Jy, der schwingenden

Versuchsanordnung (Draht, Einrichtung zur Aufnahme der
ADbb.3 TORSION EINES o
DRAHTES Massenstiicke usw.) kann durch definierte Verdnderung des

Tragheitsmoments umgangen werden. Zundchst bestimmt man die
Periodendauer Ty, der Drehschwingung der Versuchsanordnung aus ca. 30 Schwingungen bei

Belastung mit 50 g. Dann verandert man das Tragheitsmoment J,, der Versuchsanordnung defi-
niert durch Anschrauben einer Scheibe mit dem Zusatztragheitsmoment Jg und bestimmt jetzt
die Periodendauer Tg aus 10 Schwingungen, fiir die sich entsprechend Gl. (7) ergibt:

Te =21 /% 9)
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Eliminiert man das Tragheitsmoment Jy, (Gl. (7) und (9)) und setzt fur die zylindrische Scheibe
das Tragheitsmoment Jg = mr 212 (m Masse und r Radius der Scheibe) ein, ergibt sich fir den
Torsionsmodul die Beziehung:

8zl Jg 4zl mr?

G=—-. =—- : (10)
R* T$-T; R* T¢-T¢

AUFGABEN

Messung der Langenanderung Al eines Messingdrahtes als Funktion der Belastung.
Grafische Darstellung Al =f(m) und Berechnung des Elastizitatsmoduls E von Messing

aus dem Anstieg (GI. (11)).
3. Messung der Periodendauern Ty, und Tg und Berechnung des Schubmoduls (Gl. (10)).

VERSUCHSDURCHFUHRUNG

Am unteren Ende eines oben befestigten langen Drahtes D ist ein Stab angeschraubt, auf den
man Massenstiicke mit der Masse m von 50 und 100 g aufstecken kann (Abb. 4). Am oberen
Ende des Stabes liegt der Balken L auf der Schneide A auf. Durch Anhéngen der Massenstiicke
wirkt die Kraft F; =mg, und der Draht

| dehnt sich. Die Schneide A senkt sich, und

D _l L der ursprunglich waagerecht gestellte
0

Y

[—————] Balken L (Kontrolle mittels der einge-

P kitteten Libelle) dreht sich um die Achse B.
. Durch die Messschraube M kann der Balken

L wieder horizontal gestellt werden. Die
Dehnung Al des Drahtes wird aus der

A B

Differenz der Skalenteile der Messschraube

1 M vor und nach der Horizontalstellung des
Z Balkens ermittelt. Der Durchmesser des
-« Drahtes wird an einem am Versuchsplatz
liegenden  Draht gleichen Durchmessers
durch mehrfache Messung mit einer Mess-
schraube bestimmt.

Fur Aufgabe 1 wird der Draht mit Massenstlicken von 50 bis 800 g belastet und anschlieRRend

schrittweise entlastet. An der Masse m greift die Gewichtskraft an, so dass aus GlI. (1)
11
Al ==—gm 11
£ Y (11)

Abb. 4 VERSUCHSANORDNUNG
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folgt. Fir Aufgabe 2 fertige man eine grafische Darstellung Al = f(m) an und ermittle aus dem

Anstieg den Elastizitdtsmodul E und seine Messunsicherheit.
Fur Aufgabe 3 bestimmt man die Periodendauer T, der Drehschwingung der Anordnung aus ca.

30 Schwingungen bei Belastung mit 50 g. Dann verdndert man das Tréagheitsmoment der Anord-
nung durch Anschrauben des scheibenformigen Zylinders Z mit dem Tragheitsmoment Jg und

bestimmt erneut die Schwingungsdauer Tg aus 10 Schwingungen. Den Mittelwert aus jeweils
6 Messungen von Ty, und Tg verwendet man dann zusammen mit den Daten des scheibenfor-

migen Zylinders und des Drahtes zur Berechnung des Schubmoduls G (Gl. (10)).

FRAGEN

Erlautern Sie den Unterschied zwischen elastischer und plastischer Verformung!
Wie viel unabhdngige elastische Konstanten bendtigt man zur Beschreibung des elasti-
schen Verhaltens isotroper Korper?
3. Zwischen den elastischen Konstanten (vgl. Abschn. 1) bestehen die Beziehungen
E=2G 1+ und E=3K(1-2p).
Wie erkléren Sie sich diese Zusammenhange?
4.  Welche Teile der experimentellen Anordnung ,,Draht-Haltevorrichtung - zusétzlich befes-

tigter Zylinder tragen in der GI. (9) zur WinkelrichtgroRe D und welche zum Tréagheits-
moment Jg+Jy, bei und warum?
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